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Θέμα 1. [1+1=2]

(αʹ) Δώστε σε αλγεβρική μορφή όλα τα z ∈ C για τα οποία ισχύει (z + i)3 = 1, εξηγώντας τη
μέθοδο που ακολουθείτε.

(βʹ) Δώστε σε αλγεβρική μορφή τα όρια lim
z→1+i

(z− 1− i)2

(z2 − 2z+ 2)2
και lim

z→e
i π
3

(
z− ei

π
3

) z

z3 + 1
.

Θέμα 2. [1.5+1.5=3]

(αʹ) Έστω D ⊂ C ανοικτό και f, g : D → C διαφορίσιμες στο z0 ∈ D με f(z0) = g(z0) = 0 και
g ′(z0) 6= 0. Δείξτε ότι

lim
z→z0

f(z)

g(z)
=

f ′(z0)

g ′(z0)
.

(Υπόδειξη: Αναδιατυπώστε μέσω άλγεβρας ορίων τον ορισμό των παραγώγων των f και g,
έτσι ώστε να προκύψουν όρια ίσα με μηδέν, και εισάγετε βοηθητικές συναρτήσεις.)

(βʹ) Υπολογίστε το όριο της σειράς
∞∑

n=0

zn(1 − z) για z ∈ D(0, 1) και δείξτε ότι αυτή συγκλίνει

απόλυτα στο D(0, 1) και ομοιόμορφα στα D(0, r) για κάθε 0 < r < 1.

Θέμα 3. [1+3×0.5=2.5]

(Υπενθύμιση: Mε [a, b], όπου a, b ∈ C, εννοούμε την καμπύλη [0, 1] 3 t 7→ a+ t(b− a) ∈ C.)

(αʹ) Έστω γ = [0, 1] ⊕ [1, 1 + i] και f(z) = (Re z)2 + i(Im z)2, z ∈ C. (i) Βρείτε τα z ∈ C στα

οποία η f είναι μιγαδικά διαφορίσιμη και (ii) υπολογίστε το ολοκλήρωμα L =

∫
γ

f(z)dz.

(βʹ) Έστω γ(t) = t+ πit2, t ∈ [−1, 1]. Υπολογίστε το ολοκλήρωμα K =

∫
γ

cosh z dz.

(γʹ) Έστω γ η καμπύλη [−1, 1]⊕ [1, 2i]⊕ [2i,−1]. Υπολογίστε το ολοκλήρωμα J =

∫
γ

z

z− i
dz.

(δʹ) Υπολογίστε το ολοκλήρωμα I =

∫
∂D(0,1)

dz

z3 + 2z2
, όπου ο κύκλος ∂D(0, 1) θεωρείται απλός

και θετικά προσανατολισμένος.

Θέμα 4. [1+1.5=2.5]

(αʹ) Έστω f : D(0, 2π) → C ολόμορφη με f(n)(0) = i για κάθε n ∈ N0. Βρείτε την τιμή f(3iπ/2)
την οποία και να δώσετε σε αλγεβρική μορφή.

(βʹ) Έστω f : C → C συνεχής και τέτοια ώστε το ολοκλήρωμα της f πάνω από την καμπύλη
[a, b]⊕ [b, c]⊕ [c, a] να ισούται με μηδέν για οποιαδήποτε a, b, c ∈ C. Δείξτε ότι η f είναι
ακέραια, αιτιολογώντας με σαφήνεια το σκεπτικό σας.
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